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FRARI I (区 -的 推广 与 加 强 
摘要 : 


moe 
本 文 借助 计算 机 软件 Free GraCalc, 对 之 二 > 之 如 Oe =N) 
j 
不 等 式 在 不 同 次 数 、 不 同 元 数 的 情况 下 进行 了 一 系列 的 推广 与 加 强 ， 并 引 
入 了 一 系列 参数 ， 同 时 对 其 次 数 、 元 数 进行 了 一 般 化 的 处 理 ， 得 到 了 一 些 
结论 , 这 些 结论 在 高 次 不 等 式 证 明 、 函 数 求 极 值 的 问题 上 会 有 一 定 的 应 用 。 


Loy. 
创新 之 处 : 对 于 之 二 > 记忆 Оу-т 不 等 式 进行 了 推广 ， 将 访 


不 等 式 的 形式 推广 到 多 元 高 次 的 情况 下 ， 并 得 到 了 该 不 等 式 在 一 般 形 式 下 
的 成 立 范 围 。 通 过 对 该 不 等 式 的 观察 ， 笔 者 提出 与 其 形式 相似 的 不 等 式 。 


闪光 之 处 : 笔者 推广 后 的 结论 可 以 应 用 在 证 明 高 次 不 等 式 以 及 求 值 域 


The Enhancement, Extension and Analogue 


of The Inequality Leds (2% =n 


This paper presents the generalization, enhancement and analogy of 


l i 
the inequality 2 2 > x; 927 =M) based оп an computer software 
j 


called Free GraCalc. It draws conclusions on different conditions 
of exponent and number of elements.We also introduce parameters to 
the inequality and generalize the exponential properties of the 


inequality. 


The conclusions can be applied to problems involving higher-order 


inequalities and functions or finding extreme values of functions. 


Keywords: Inequality, generalization, analogy, derivation, 


mathematics software 


Рав I СУ ЕСІН 


Баз5-2,2,4>0, ШазЫ<- L. 
а 


证 : 原 不 等 式 为 азға. 
а 


PRIZE] EY Я ab 得 : 


ШЫ! іре 
a tb <7 +5 abs, 再 加 上 : a+p=2， 显 然 成 立 . 
a 


二 、 不 等 式 的 推广 〈 未 知 数 ) 


原 不 等 式 的 已 知 条 件 是 个 数 的 和 为 nx， 下 面 证 明 该 命题 额 加 强 形式 : 已 知 条件 为 ”个 
NAN FEF n. 
1 1 


1 
11 GMla+b+c<3,a,b,c>0, а +b? ас? a s š 
a с 


WE: 不 妨 设 a>b>c， 则 b+c<2， 
和 


首先 ， 对 于 两 个 正 实数 b,c， 当 5+c 为 定 值 且 小 于 等 于 2 BJ: 


S f(a,b,c)= 十 be, 
a 


2 
ОТО оро 
4 Бс 


42-4 1 1 16 
БЕЛЕТ т ЛІ Spey -11, 
Pe G (се | 2 ne = | 


当 且 仅 当 2 = c 时 等 号 取 到 ， 


= 1 1 Ba) (3-aY 
~ f(a,b,c)> =— : : 
во = (ЕЗ | 2 | | 2 | 
2 2 


下 面 证 明 : 
1 , 1 1 3-aY _(3-aY 
一 一 a >0, 
g(a) 2:74 Ey EF | J | Я J 
2 2 
(a)'= +3 – За 
6-а) a, 
48 
g(a) = “人 у 
先 证 明 当 0<a<3 时 ，g(a) >20, 
、6 
显然 一 24? 均 大 于 0, 
G= Ga 
且 1<a<3 时 ass, 0<a<1 时 ， САУ 
сау? (3-1) а“ 
г КУАУ. 


D 


H EREA g(a) 单调 递增 
g() =0…sg(a) 20, 
“BD min = 20) =9-. g(a) 20, 


综 上 所 述 : 得 证 
1 1 


2. ПазЫь-саа <4, Wt атаға eb +e +a. 


WE: К а>Ь>с>а, 


二 + 页 +200>4， 


… 只 需 证 明 Stee +b’ +c? +d°+2ab-4=(a+b) +c? +d’ -— 
C 


was. 451, 


1 (4-24) —c?-d? +4, 


w f(c,d) = = + 
с 


<. f(A, 4) = = (4-24) =247 44, 


1 1 
ad = ata +d? -24’) 
化 简 得 : 
(с-а) 2 2 272 272 

— f(A, A) = +2d° 4 d а ) (2 >0, 
f(c,d)- f(A, А) рс 8cd ed? (e+ yk saa -(с-ауо-с43)>0 
Mev f(e,d)= f(A, А) = = (4-24)? 2.42 44-45 287 
a 可 以 证 明 得 : 
Hotta +b +с? +d’ 
3.0 #latb+c+dt+e<s5, ЛІ l + l + : + : + : Sa th +e Ha +e, 

e b e P e 
uE: 不 妨 设 a>b>c>qd>e， 则 有 bt+c+d+e<4， 
— aie i 
1 1 1 1 2 2. 2 2 2 

$ f(abc,d,e) =- АЕР oa -b -c° е , 
FH 2 ТРЕ `4b+e+d+e ЖА НЕТ 4 时 ， 


ҚАРАР Ьо —d? -e ВЕЛИН ЗА UL b <c=d =e 时 取 到 ， 
С. е 


1 4 
令 g(q,b)= 一 + 一 -a - 4b° ñ 
а b 


2. f(a,b,c,d,e) = g(a,b), 


к-а k-a 1l 64 2 (к-а) 
ws ,Ь > А = + 
Mb< | g(a,b) 2 g(a 2 ) Ет Д ”’ 
1 64 (k-a) 
Ah = 2 
oe) а? (k-ay 4 2 
当 亡 =5 时 ， 
Re езе. s арды Т) 
a (5-а) 4 4a° (5- ау 


4 m(a) =a* -100° +29a’ —32a —20, 


m(a) -4а?-30а7--58а-32, 


¿ 13-441 1 41 
m(a) = 01%, вив =, = OAL y BEVAL 


时 ， f(a) 单调 递增 ， 


| 1825047 | 
ss 


ae (з-Уй эн ің, f (a) 单调 递减 ， 


4 


5 | 时 ， f(aq) 单 调 递增 ， 


Е 5 


П т (= r ыа 16<0,т()--32>0, 


故 m(g 在 1<a<S$ 时 小 于 0，…Hd)>0， 等 号 当 且 仅 当 a =1 时 取 到 ， 


ЖаН < x = š оте 


ШІ x, +x, +X, +X, LX, = 5, 


2 
ge ала J sq +b’ + +d’ +e 2 SB at s > [es ta? ах) 
Q bP e d e ол XT a ae 25 
“k<5. b 
к^ 


2 
ee Ny Sag Ay ake 


1 

++ ++ (2 +22 аха) 
x 
5 


| 
= 58 Jx aes 45 КЕЯ ales I 


i _ 3 -2.5 
1 | ТШ ғы z 
Vx 


W т(х) = 


全 


H Jensen 85%, m(x,)+m(x,)+m(x,) + m(x,)+m(x;) = nf +x, tatata) 
5 5 j 


ана ааа г 5-6 
57 (/ (ж Үү» ү ух с 

,Е<5 АШУЫ, AS SRA x, =x, =x, = х, = х, Ша=р=с=4й=е. 

n=6,7,8 时 ， 证 明 过 程 与 n=5 相同 ， 在 此 不 详细 说 明 . 

由 上 述说 明 可 以 发 现 当 x +..x, =z 时 不 等 式 成 立 ， 则 xs tox, <n М, ЖОҚ 
HERL. 

下 面 附 上 n=6,7,8 时 ，h(a) 的 函数 图 像 . 


125 F (6-а)? 


1 
n=6, MO eae 5 


° 


В л) =0, 


1 
n=8, h(a) 22” (8а): 7 


ВН лт) =0, 


АН а+р+с+а+е+ f+gth+i=9 Ml: 


а? +b +с +4? +e + ўа? +i? <—+—+—+—+—+ 


_1 52 č , (а-9ў 
Ка) e oy x 8 ` 


L9(a-1)?(a* -180° +89а° -1284 -72) |, 


8a’ (9-a) 
即 考虑 f(a) =a* –18а` +894? –128а -72 Œ 1< a <9 ЕЙ, 


23 土 V113 


f (a) = 2(a—1)(2a’ —25a+ 64) =0> a=1, ri 


EK 


eL m, feo apas, 


时 ， f(a) 单调 递减 


a = 
4 


| 25-113 з 
° 4 


НУ, f(a) 单调 递增 ， 


ae 


| 25 4+ V113 | 
4 * 


而 了 


512<0,/(9)--576<0, 


25— M113 
( 7 ) = 


故 f(a) 在 1<a<9 时 小 于 0，..h(a)>0， 等 号 当 且 仅 当 a=1 时 取 到 ， 
oe EAT: 得 证 . 


4. 下 面 说 明 : #ra+b+c+d+e+f-+g+h+i+ j=10) 


2.4.1 
а? +b +с +4? +e +f +g t+ ++? <—+—+—+—+—++ 


1 
a bb e d е f 
不 成 立 ， 
l >, 729 (а-10) 


h(a)=—-— 
WW s "(а-10) 9 


1458 2 20 20 


ТТЕ ГГ 
下 图 为 h(a) 的 图 像 ， 


当 a=5,b=3 其 余 全 等 于 0.25 时 取 到 反例 ， 
下 面 说 明 当 元 数 大 于 10 时 ， 该 类 型 不 等 式 均 不 成 立 ， 


kosinin =a m = аса, = a =l ЛІС w =, 


T 


шуу, .得 证 . 


三 、 不 等 式 的 推广 〈 次 数 ) 


该 部 分 证 明 方 法 和 2.3 相同 ， 所 以 不 详细 叙述 。 对 于 每 一 个 Ma) 会 附 上 其 相应 的 函数 
图 ， 来 证 明 其 正确 性 . 


1. 已 知 a+b<2,， Wl + r +B 
a 


ia оар а 
а" b” алы" 


2 
га+ьх2 а 21, 


Ld gr apr = a te" ЗУ) 
а" b” алы 


>0 等 号 当 且 仅 当 ga=2=1 时 取 到 ， 


2. 已 知 wC+D+c<3， We thal +b +e. 
a А с 


16 (3-а) 
G-a а 8"0)=0, Жа) ВТР: 


h(a)= 2 а + 
а 


… 得 证 . 
3. 已 知 a+b+c+d<4， 则 : + : 十 l + : >a +b +c +d": 
ao b č qd 
1 , 81 (4-а) 
h(a)=— -a° + , В.А) = 0.л(а) 图 像 如 下 : 
a (4-а) 9 


20 


] 
рт? 


3 
А + tu. te XI +X) T... Ех), 
Xi Xa n 
| 11 a eee 
лп>5М, s+ +..4 > X +X) +..+ Xi DBT. 
[X Х; п 


1 
24 


4. 已 知 a+b+c<3， 则 二 + ge s 
a с 


h(a) =L 4a? + A 6-0, H AG)=0.A(a) 图 像 如 下 : 
a 


G-a 2 


“得 证 


П 


“Ау 


而 推广 到 四 元 及 以 上 时 ， д аусыл =1, 


ЖН x, +x, +..x, =n, 


1 
А + — +... +— > x + XI +. +X, 


1 1 1 а. 
n> 4FP[, — ++... +> xl +X +..+ ДЙ, 


5. 已 知 a+b+c<3， Ше аза tb +e. 
a с 


64 | G-a H a-o, 
B-a 16 


h(a) = L a` + 
а 


h(a) 图 像 如 下 : 


一 个 
Тн 
E 


而 推广 到 四 元 及 以 上 时 ， 有 қ 


НЕН xi + x, +..x, = n, 


1 
H—+—+.. +— > xL tX) T... + x?, 


n 


r Got x’ + Е у! = -m3 y Jl u <0, 
9 х! y 2 ху! 
хі>6 А) = (6) <0, 


… 当 2>3， 且 次 数 z>6 时 ，> a > > x, 均 不 成 立 . 
X, 
J 


四 、 不 等 式 的 推广 〈 形 式 ) 


1. 己 知 a+5<2,a,b>0, 则 a*+b? <=. 
a 


该 不 等 式 可 以 加 强 为 abp(a? +b°) <2, 
“a+b<2, Шараға ы 
a b 


EDAH alb? -1)+b(a’ -1) <0, 


b<2-a-.ab’+ab-a-b<-(1-a)’ <0, 


.得 证 . 


2. 己 知 a+bt+c=3,q,b,c>0， 则 a?+b?+c? < 
abc 


证 : 不 妨 设 a>b>c， 
先 说 明 该 结论 为 1.1 的 加 强 形式 ， 
3 1 1 1 1 1 1 
= < + 
абс ab ас be а? Б? с? 


下 面 证 明 该 结论 : 


га-Ь-с-32. 


> 


5) 
а? +b? +с? <> ез айда: +b? poe EU ЕО 8labc(a’ +b* +с?) <(at+b+c)’, 
abc 


整理 得 》 a +5> \a'b+10> ab” +30% а«-аУу а%с>0, 


sym sym cyc cyc 
由 米尔 黑 德 定理 : Y a> abc, 

即 证 : 

Уа + 2». аЬ? + 6>` а?ђ?с –12У ас > 0), 

sym sym сус сус 


< >. (Ge -abc } fac- ас). 25. Ga -abc } (2с? -aabcj 

+3>， hate -abc } (2с? -abc Ë 0. 

o У Wo(a-c)+a°'ce(a—b) ЮУ(Ы»-озасс-Ь)| 

+3y b’be(b-a) +a°be(c-a) Ë 0, 

> Fol -e Ja -c)+2 a (b-c) -ЗаһсУ (а -bÝ > 0, 

< > рьсба сў +b? +e Ja - cy |у e-o —3abc>_ (а —b) > 0, 
< yj 人 +e ja 一 ao +2> a° СЭВ —2abc>_(a-b) > 0, 


14 


mybe +e Ja - c) -2abc> (a-b = У b(a-c) >0, 


.得 证 . 
3. 已 知 a,b,c>0,at+b+c=3， 则 一 an ape s ЕТ saa ы. 
b ab ac bc abc 


F: i a,b,c Y= Төккен 


ЕД 


BABES ар +Ь2с+са+ађс<4, 


排序 不 等 式 可 以 得 到 : 


H 


маманына ашыла ааа, 


=q(p+r) =qB-4q) = 24х43 q)x(3—q) < ге Se = 


.得 证 . 


4. 由 4.3 的 证 明 可 以 得 到 一 个 结论 : 


С а,Ь,с> 0,а5+Б2с+са+ађс=4, Ша+рЬ+с>3. 


k 
5.OFlatb+c=k+la,b,c>0,kEN’ , my 4 十 一 十 
с 


< 


ШЕ: Bt a,b,c Y= {р,а,т}р>92>ғ А 


Л GIS аф. ре+с^а< к", 


a‘b+b'c+clas р‘ + св +" < alp +r) = g(k+1-q)* 


(kK +1)k 4 
—xkgx(k+1 <k 
<> А 0) < a k+l | 


4AM 24 p = k,q =1,r = ОНЯ], 


… 得 证 . 


6. 已 知 C+D+c+d=4apcdg>0， Mp oN Е gl, 
аа b c абс abd acd bcd 


uE: 8 fa,b,c,d}={p.q.r.shp2q2r2s, 


БТҚ a2be+b?2ed+ c 'da+d'ab<4, 


a°bc +b°cd + сда + dab = (pq + sr)(pr + qs) 


2 2 2 4 
< (pq + sr + pr + qs) _ (рғ) (q +r) <¿(Pp+q+r+s) <4 
4 4 64 


“得 证 . 
已 2 由 b 1 1 1 
7.4% a,b,c20,a° +b? +с? =3, my r sss ар ЕСЕККЕ 


F: i a,b,c Y= {p,q,rbp>gq>r, 


Eí 


RAE OC ар? + be? + са? <3, 


Уа < рр kdor brer Kal ppa 5 +r (qr Py 


s tr PAO <3 аа 
… 得 证 . 


五 、 不 等 式 的 推广 〈 参 数 ) 


1. а Ма+р = 2,а,Ь>0,п2 р20,т>242>0, WW tre ра? + gb. 


WE: Hat+b=2,a,b>0fab <1, 


m n 2 > na°+mb -a°b (ра? +4), па? +mb° 一 (ра? -а») 
ae ge pa qb = ab? ab? 
2 
a-pa +(т 4) o 


а?Ь? 


1 3 2 
2. CRI pe N*,p<9,at+ pb=ptl, Wot 2 


证 : V a+b+b+..b=p+1 (p b), 


六 、 不 等 式 的 猜想 


n+l n+l n+l n n n 
Ala, +a, +...a, = p. + p. +..р, E ae + 23 en > i n а aa 
a, a, а, Pı P2 Pin 
m 和 nn 应 满足 什么 关系 ? 
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